Olimpiada de Matematica
faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Problema 1. Fie a, b, c trei numere naturale care Tmpartite pe rand la 2009 dau resturile 1935, 700 si
800. Sa se determine restul impartirii numarului a+3-b+5-c¢ la 2009.

Marcel Manea, profesor, Galati
8" +2"—(3"+7")

9n _ 4}1
natural diferit de zero si de 1, pentru orice ne N

Problema 2. Sa se demonstreze ca fractia se poate simplifica printr-un numar

Milu Cirmaciu, profesor, Galati

Problema 3. Sa se determine numerele de forma abced, a # 0, stiind ca aceste numere verifica

egalitatea: 3+6+9+...+ abcd = abcd000.

Ionel Patriche, profesor, Galati

Problema 4. Sa se determine cel mai mic numar natural 7, astfel incat numarul zerourilor cu care se
termind numarul (n+10)! sa fie cu 2009 mai mare decit numdrul zerourilor cu care se termind

numarul n!( unde n!=1-2-3-...-n).

Vasile Popa, profesor, Galati

Nota
1. Toate problemele sunt obligatorii
2. Timp efectiv de lucru 3 ore
3. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7.



Olimpiada de Matematica
faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasa a VI-a

Problema 1. Numarul natural n da restul 3 la impartirea prin 5 si restul 2 la impartirea prin 7. Ce rest
se obtine la Tmpartirea lui n prin 35?

Viorica Bujor, profesor, Galati

*

Problema 2. Fie unghiul £AOB cu masura de 91° si n puncte distincte M,,M,,...M, , ne N

aflate in interiorul unghiului XAOB , astfel Incat:

XAOM,=XM OM,=...= XM OB.

Daca unghiurile XAOB si £BOD sunt adiacente suplementare, se cere:

a) Sa se determine cel mai mare numir natural 7 , unde m(£LAOM,)=x", xe N"—{1}

n >’

b) Sa se calculeze masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor XAOB si £XBOD
¢) Daca numarul natural n este determinat la punctul (a), punctul C se afla in interiorul unghiului

XAOB,iar p si g sunt numere prime, unde p°’ =m(LAOC) si ¢"=m(<BOC), p>q, sise
demonstreze ¢ nu existd o semidreaptd [OM,, i€ {1,2,3,...,n} , care si fie bisectoare a unui unghi

£(coM,), pe{1,2,3,...n}.

Milu Cirmaciu, profesor, Galati

Problema 3. Si se determine cate numere naturale de forma 2“-3” -5 au proprietatea ¢ numarul 4
divide numarul (a + 2) . (b+ 2) . (c + 2) ,unde a,b,ce {0,1, 2,...,9} .

Vasile Popa, profesor, Galati

Problema 4. Sa se determine restul Impartirii numarului a =200920092009...2009 prin 21.
2008cifre

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati

Nota
1. Toate problemele sunt obligatorii
2. Timp efectiv de lucru 3 ore
3. Fiecare problema se noteaza cu puncte de la 0 1a 7.



Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Problema 1. Fie a, b, c trei numere naturale care Tmpartite pe rand la 2009 dau resturile 1935, 700 si
800. Sa se determine restul impartirii numarului a+3-b+5-c¢ la 2009.

Manea Marcel, profesor, Galati

Solutie:
a=2009-¢,+1935, b=2009-c, +700, ¢ =2009-c, +800.
Atunci
a+3-b+5-¢=2009-(c,+3-¢c,+5¢;)+(1935+2100+4000) = 2009+ (¢, +3-¢, +5-¢,) +8035 =
=2009-(c, +3-¢, +5-¢;)+2009-3+2008 = 2009+ (¢, +3- ¢, +5- ¢, +3)+2008.
Asadar, restul impartirii este 2008.

8" +2"—(3"+7")

9n _ 4}1
natural diferit de zero si de 1, pentru orice ne N,

Problema 2. Sa se demonstreze ca fractia se poate simplifica printr-un numar

Cirmaciu Milu, profesor, Galati
Solutie:
Se calculeaza ultima cifrd ( notatd cu u.c.) a numerelor: 8" ,2", 3",7".

u.c.(84’k):6 u.c.(84‘k“)=8 u.c. (84“2):4 u.c. (84“3):2
u.c.(24'k):6 u.c.(24'k+l)=2 uc. (24k+2)=4 uc. (24k+3):8 )
; ; ,oricare ar fike N
u.c.(34'k):1 u.c.(34'k+l)=3 u.c. (34k+2)=9 u.c. (34k+3):7
u.c (7”)21 u.c (74'k+1)=7 u.c.(74'k+2)=9 u.c.(74'k+3):3
= 1n toate cele 4 cazuri: u.c.(8” +2" — (3” +7" )) 0 = numaratorul se divide cu 10

u.c.(92'k ) =1 u.c.(92'k+l) =9 )
; , oricare ar fike N
u.c.(42"< ) =6 u.c.(42"<+1 ) =4

In cele doua cazuri, u.c.(9rl -4" ) este 5= numitorul se divide cu 5.

Asadar, fractia se simplifica prin 5.



Problema 3. Sa se determine numerele de forma abcd, a # 0, stiind ca acest numar verifica

egalitatea: 3+6+9+...+ abcd = abed 000.

Patriche Ionel, profesor, Galati
Solutie:
Se observi ci numirul abed =3-x, xe N'. Egalitatea dati devine:
3+6+9+...4+3-x=3-x-1000 & 3- (1+2+3+...+ x) =3-x-1000 &

x-(x+1)

14243+...+x=x-1000 & — =1000- x & x-(x+1)=2000- x.

Dar x # 0.Atunci x+1=2000 < x=1999.
Deci abed =3-1999 =5997.

Problema 4. Si se determine cel mai mic numar natural #», astfel Tncit numarul zerourilor cu care se
termina numarul (n + 10)! sa fie cu 2009 mai mare decat numarul zerourilor cu care se termina

numirul n!.( unde n!=1-2-3-..-(n=1)-n).

Popa Vasile, profesor, Galati
Solutie:
O conditie pentru a satisface cerinta problemei este ca 1 sa dividd numarul
(n+1)-(n+2)-(n+3)-...-(n+10). Rezultaca 5 divide (n+1)-(n+2)-(n+3)-....(n+10).

Deoarece printre numerele n+1, n+2, ..., n+10, exact doud numere sunt multipli de 5, atunci

2009
0

unul se divide doar cu 5, iar celilalt obligatoriu se divide cu 5°*® Rezulti ci
n+10>5"% = 5 >5%% _10.
Ardtdm ci n, =5 —10 este numdrul ciutat.

Fie A=1-2-3-...-n,. Ardtim cd numarul A este de forma A= B-10"-2**”, pe N*,iar B este numar

natural cu ultima cifra diferita de zero.
Analizam modul de obtinere a zerourilor cu care se termina numarul A.
Consideram toate numerele mai mici decat n,, care se divid cu 5, acestea sunt de forma

210" -u, t =1, ke N, unu se divide cu 2 si 5, sau de forma 5 -10-v, [ =1, se N, v nu se divide cu 2
si 5. Pentru un numir de forma 5' -10° - v, asociem numirul de forma 2'-10° -v. Produsul acestora se
termind in [+ s zerouri.

Observam ci 2 figureazi ca factor in numirul A si nu a fost considerat anterior. Forma lui A este
justificatd, iar numarul A-(n,+1)-(n,+2)-...-(n,+10) se termind cu 2009 zerouri mai mult dect

numarul A.
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7 martie-2009
Clasa a VI-a

Problema 1. Numarul natural n da restul 3 la impartirea prin 5 si restul 2 la impartirea prin 7. Ce rest
se obtine la Tmpartirea lui n prin 35?

Viorica Bujor, profesor, Galati

Solutie :
Din ipoteza, existd a,be N*, astfel incit n=5-a+3=7-b+2.
a=7-c+r,c,reN, re {0,1,2,...,6}.
. N Atunci, 5-(7-c+r)+3=7-b+27-(b=5-¢)=5-r+1=7/5r+l1.
Din teorema tmpartirii cu rest,
Dar re {0,1,2,...,6}.Se obtine ca r=4 verifica relatia.

Atunci, a=7 - c+4 = n=35-c+23. Asadar, restul impartirii lui n la 35 este 23.

Problema 2. Fie unghiul £AOB cu masura de 91 si M oMy, M
in interiorul unghiului XAOB , astfel incat:

XAOM,=XM OM,=...= XM OB.

Daca unghiurile XAOB si £BOD sunt adiacente suplementare, se cere:

a) Sa se determine cel mai mare numar natural n, unde m(£AOM,) = X, xe N —{1}

ne N puncte distincte aflate

n °

b) Sa se calculeze masura unghiului format de bisectoarele unghiurilor XAOB si XBOD
¢) Daca numarul natural n este determinat la punctul (a), punctul C se afla in interiorul unghiului

XAOB, iar psi g sunt numere prime, unde p°’=m(£AOC) si ¢"=m(«<BOC), p>q, sise
demonstreze cd nu existd o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n} , care sa fie bisectoare a unui unghi
£(com ), pe{1.2,3....n}.

Milu Carmaciu, profesor, Galati



D_|

(n+1)-x°:910
darne N, n >1 si ia valore maxima :{
xeN,x=2

n+l1=13=>n=12
x=7"eN

b) Cum unghiurile X(AOB) si £(BOD) sunt adiacente suplementare, bisectoarele lor formeaza un
unghi cu masura de 90° .

).
m(£COB)+m(COA)=91°
m(£COB)=¢q"
m(£COA)=p’

p>4q, p,q numere prime

= m(£COB)=2"; m(£COA)=_89°(de demonstrat unicitatea)

Rezultad cd m(£COM ) =5"
Demonstram prin metoda reducerii la absurd.

Presupunem ca existda [OM,, i€{1,2,3,..,n} , bisectoare a unghiului L((COM p) , unde
pe {1,2,...12}.

Notdim cu y numdrul de unghiuri adiacente cu masura de 7°.

Avem:5+y.7:7-k, keN' = y= 14-k=5

=2k —%e& N’, pentru orice ke N*. Contradictie.

Rezulta ca presupunerea este falsa, de unde rezultd ca nu exista o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n}

care si fie bisectoare a unui unghi £ (COMP), pe{l,2,3,...n}.



Problema 3. Si se determine cite numere naturale de forma 2°-3” -5 au proprietatea ci numirul 4
divide numarul (a+2)-(b+2)-(c+2), unde a,b,ce{0,1,2,...,9} .

Popa Vasile, profesor, Galati
Solutie :

Observam ci in total sunt 1000 numere de forma 2°-3"-5°, cu a,b,c€{0,1,2,...,9}

Metoda I
Sunt posibile urmatoarele cazuri:

L Unul din numerele a,b,c este par, iar celelalte impare. Fie a numar par iar b, ¢ numere

impare. Atunci a+2 este numar par §1 4 divide a +2. Rezulta ca
ae{2,6}, b,ce{1,3,5,7,9}.

Deci sunt 2-25 =750 de numere. in total 3-50 =150 numere.
II. Doud numere sunt pare si unul impar. Fie a,b numere pare §i ¢ numar impar

= a,be{0,2,4,6,8},ce {1,3,5,7,9} = 5-5-5=125 numere.

Total: 3-125=375 numere .
I1I. Toate numerele sunt pare = 5-25=125 numere .

Rezultat=150+375+125=650 numere.
Metoda II.
Numaram tripletele (a,b,c) pentru care 4 nu divide numarul (a+2)-(b+2)-(c+2)
Cazul I. Toate numerele impare = 5-5-5 =125 numere ;
Cazul I1.Un numdr par din multimea {0,4,8} si celelalte numere impare = 3-(3-5-5) =225 numere.

Total numere 125 + 225=350numere.
Asadar, 1000-350=650 numere —solutia problemei.

Problema 4. Sa se determine restul Tmpartirii numarului a =200920092009...2009 prin 21.
2008cifre

Dumitru si Rodica Balan, profesori, Galati
Solutie:
a=2009-10°* +2009-10%°%° + .. +2009-10* + 2009 =

=2009-(9+1)*** +2009- (9 +1)*"% + . +2009- (9 +1)* +2009 =
2009+ (Mg +1)+2009- (Mg +1)+...+2009 - (Mg +1) +2009 =

5020ri
—287-7-My+48024-21+14=287-M,, + My, +14=M,, +14

2009 (Mg + M, +...+M9)+{2009+2009+...+2009] =2009- M4 +2009-502

( S-anotat cu M, multiplul numarului k, ke N*).
Asadar, restul impartirii numarului a prin 21 este 14.



Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasaa V-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzitor.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
a=2009-c,+1935, b=2009-c, +700, ¢ =2009-c, +800. 3p
1 a+3-b+5-¢=2009-(c,+3-c,+5-¢;)+(1935+2100+4000) = 2009 (¢, +3-¢, +5-¢,)+8035= | 3p
) =2009-(c, +3-¢, +5-¢;)+2009-3+2008 = 2009 (c, +3-¢, +5-c, +3)+2008.
Restul impartirii este 2008 1p
u.c.(84'1‘)=6 u.c (84'“1):8 uc(S“”) 4 uc(84k+3) 2
u.c (24"‘)26 ; u.c (24"“):2 ’ u.c. (24“2):4 u.c. (24“3):8 3p
u.c.(34’k)=1 u.c (34’1‘”):3 uc(34k+2)=9 uc(34k+3)=7
uc.(74'k)= u.c.(74"‘”)=7 u.c.(74"+2) 9 J|uc. (74“3):3
) = 1n toate cele 4 cazuri: u.c.[8" +2" — 3” +7" )) este 0 = numaratorul se divide cu 10
u.c.(92‘k ) :1 u.c. (92“ ) 2p
; e N
u.c.(42’k ) = 6 uc. (42 k“)
In cele doua cazuri, u.c.(9n - 4“) este 5 = numitorul se divide cu 5 .
Asadar, fractia se simplifica prin 5. 2p
Se observa cd numarul abed =3-x, xe N'. Ip
3 Egalitatea datd devine: 3p
34+6+9+...4+3-x=3-x-1000 & 3- (1+2+3+...+ x) =3-x-1000 &
x-(x+1)
14243+...+x=x-1000 & ——= =1000- x < x-(x+1)=2000- x.
Dar x # 0.Atunci x+1=2000 < x=1999. 3p
Deci abed =3-1999 =5997.
4 O conditie pentru a satisface cerinta problemei este ca 10> si divida 2p




produsul de factori (n+1)-(n+2)-(n+3)-...-(n+10).
Rezultaca 5°* divide (n+1)-(n+2)-(n+3)-....(n+10).

Deoarece printre numerele n+1, n+2, ..., n+10, exact doud 2p

numere sunt multipli de 5, atunci unul se divide doar cu 5,

iar celdlalt obligatoriu se divide cu 5**

Rezultd cd n+10>5"% = n>5"% _10. Ip
Ardtam cd n, = 5" —10 este numarul cautat. 2p

Fie A=1-2-3-...-n,. Aratam cd numarul A este de forma

A=B-10"-2%%, pe N', iar B este numdr natural cu ultima cifra diferita

de zero.

Analizam modul de obtinere a zerourilor cu care se termind numarul A.
Consideram toate numerele mai mici decét n,, care se divid cu 5,

acestea sunt de forma 210" -u, t>1,ke N, unu se divide cu 2 si 5, sau
de forma 5'-10° -v, [>1, se N, v nu se divide cu 2 si 5. Pentru un numar
de forma 5'-10° -v, asociem numarul de forma 2'-10° -v. Produsul acestora

se termind in [+ s zerouri.

Observam ca 2°* figureazi ca factor in numirul A si nu a fost considerat
anterior. Forma lui A este justificatd, iar numarul

A-(n,+1)-(ny+2)-...-(n, +10) se termina cu 2009 zerouri mai mult decat

numarul A.




Olimpiada de Matematica —faza judeteana- Galati
7 martie-2009
Clasa a VI-a

Barem de evaluare

Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
maxim corespunzitor.
Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari
partiale, in limitele punctajului indicat in barem.

Nr. Solutie, rezolvare Punctaj
problemei
Din ipoteza, existd a,be N*, astfel incat n=5-a+3=7-b+2. Ip
1 Din teorema impartirii cu rest, a=7-c+r, c,re N, re{0,1,2,...,6} 2p
' Atunci, 5-(7-c+r)+3=7-b+27-(b=5-¢)=5-r+1=7/5-r+1. 2p
Atunci, a=7 - c+4 = n=35-c+23. Asadar, restul impdrtirii lui n la 35 este 23 2p
Figura corect construita 1p
(n+1)-x* =91° 2p
. . n+l=13=n=12
darne N, n>1 si are valore maxima = 0
x=7€eN
xeN,x=>2
b) Cum unghiurile £(AOB) si £(BOD) sunt adiacente suplementare, bisectq 1p
formeaza un unghi cu misura de 90°
m(LCOB)+m(COA)=91° Ip
)
m(£COB)=g = m(£COB)=2"; m(£COA)=_89"(de demonstrat unicitatea)
m(£COA) = p°
5 p>q, p,q numere prime
Rezultd cd m(£COM )= 5 2p

Demonstram prin metoda reducerii la absurd.
Presupunem ca exista [OMi, i e{l, 2,3,...,n} , bisectoare a unghiului

;{(COMP) ,unde pe {1,2,...,12}.

Notim cu y numirul de unghiuri adiacente cu masura de 7°.
Avem:
S+y-7 14-k-5

7

=7-k, keN = y= =2-k—§$ N’, pentru orice ke N”.

Contradictie. Rezultd ca presupunerea este falsd, de unde rezultd ca nu

10



existd o semidreapta [OM 1€ {1, 2,3,..., n} care sa fie bisectoare a unui

unghi &(COMP), pef{l,2,3,...,n}.

Observam ca in total sunt 1000 numere de forma 1p
2¢.3".5° cu a,b,ce{0,1,2,...,9}
Sunt posibile urmatoarele cazuri: 2p

I. Unul din numerele a,b,c este par, iar celelalte impare. Fie a numar

par iar b, ¢ numere impare. Atunci a+2 este numar par si 4 divide a +2

.Rezultd cd ae {2,6}, b,ce{1,3,5,7,9}.
Deci sunt 2-25 =50 de numere. In total 3-50 =150 numere.

II. Doud numere sunt pare si unul impar. Fie a,b numere pare, iar ¢ 2p

numar impar

.= a,be{0,2,4,6,8},c€{1,3,5,7,9} = 5-5-5=125 numere.

Total: 3-125=2375 numere .

III. Toate numerele sunt pare = 5-25 =125 numere . 1p

Rezultat=150+375+125=650 numere. 1p
a=2009-10"* +2009-10** +...4+200910* + 2009 = 2p
=2009-(9+1)"" +2009- (9+1)** +..+2009- (9+1)* +2009 = 2p
=2009- (Mg +1)+2009- (Mg +1)+...4+2009-(My +1)+ 2009 = 2p
2009 (Mg + M, +...+M9)+(2009+ 2009 +...+ 2009} =

5020ri

=2009-M4 +2009-502 1p

=287-7-My+48024-21+14=287-M,, + My, +14=M,, +14

( S-anotat cu M, multiplul numarului &, ke N¥).
Restul impartirii numarului a prin 21 este 14.
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